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On considere certains operateurs differentiels lineaires L, d'ordre q a coeffi-Á Â Â Â Á
 .cients dans C z dont le groupe de Galois differentiel est isomorphe a unÂ Á
 .sous-groupe de O q, C . On etudie, pour toute solution non nulle f de Ly s 0, leÂ
 .  . qy1..degre de transcendance sur C z du corps C z f , f 9, . . . , f et on en deduitÂ Â
de nouveaux resultats d'independance algebrique sur les valeurs de fonctionsÂ Â Â
hypergeometriques confluentes. On precise ainsi certains resultats de V. Kh.Â Â Â Â
 .Salichov Acta Arith. 53, No. 5, 1990 . Q 1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
Theoriquement la donnee du groupe de Galois differentiel d'unÂ Â Â
operateur differentiel est equivalente a la donnee de l'ideal des relations, aÂ Â Â Á Â Â Á
coefficients dans le corps de base, verifiees par les elements d'une matriceÂ Â Â Â
fondamentale de solutions d'une equation differentielle homogene associeeÂ Â Á Â
w x3, 18, 17 .
Dans la pratique ce lien est cependant delicat a expliciter. Dans cetÂ Á
article il s'agit precisement d'etudier les relations algebriques qui lient uneÂ Â Â
solution de l'equation differentielle et ses derivees. Pour illustrer ceÂ Â Â Â
probleme nous considererons une famille d'operateurs deja tres etudies:Á Â Â Á Â Â
les operateurs hypergeometriques.Â Â Â
Ayant en vue des applications arithmetiques nous regarderons egale-Â Â
ment les operateurs de type hypergeometrique auxquels s'applique laÂ Â Â
theorie des E-fonctions de Siegel]Shidlovskii.Â
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1.1. Enonce des resultatsÂ Â
 .  .  .  .On pose g s 1 et g s g g q 1 . . . g q n y 1 pour tout nombre0 n
complexe g et tout entier n. Soient p et q deux entiers, 0 F p - q, et
 . p  . qsoient m s m , . . . , m g C et n s n , . . . , n g C avec n /1 p 1 q i
y1, y2, . . . et n s 1.q
On considere l'operateur hypergeometrique confluentÁ Â Â Â
q p
L s u q n y 1 y z u q m , .  . m , n i j
is1 js1
 .ou u s z drdz , qui admet la fonction hypergeometriqueÁ Â Â
m . . . m nz .  .1 pn nc z s . m , n n . . . n n! .  .1 qy1nnG0 n
w xcomme solution holmorphe au voisinage de zero 3 .Â
Pour les applications arithmetiques on regardera l'operateurÂ Â
q p
qypH s H s u q q y p n y 1 y z u q q y p m .  .  . .  . m , n i j
js1is1
dont la fonction
 .qyp nm . . . m z .  .1 pn nw z s , . m , n  /n . . . n n! q y p .  .1 qy1nnG0 n
analytique en zero, est solution de l'equation differentielle homogeneÂ Â Â Á
w xassociee a H 22, p. 180 . Pour les m et n rationnels, w est uneÂ Á m, n m , n
E-fonction, et c'est pour cette raison que nos resultats sont ici exprimes enÂ Â
termes de l'operateur H . Nous verrons qu'en fait l'etude differentielleÂ Â Âm, n
 .est la meme pour H et L voir paragraphe 2.2 .Ã m, n m , n
On se pose donc le probleme suivant:Á
 .   . :  ..w determiner le degre de transcendance, d.t C z w rC z ,Â Â m, n
 .  .sur C z , du corps differentiel engendre, sur C z , par w , et plusÂ Â m, n
  . :  ..generalement d.t C z f rC z pour toute solution non nulle f deÂ Â
H y s 0.m, n
 .On dit que H est algebriquement irreductible sur C z siÂ Âm, n
  . :  ..d.t C z f rC z s q pour toute solution non nulle f de H y s 0.m, n
 .Designons par C z la cloture algebrique de C z . Il est clair que si .Â Ã Â
 . w xH est un operateur lineairement reductible dans l'anneau C z u , .Â Â Âm, n
 . alors H est algebriquement reductible sur C z i.e., H n'est pasÂ Âm, n m , n
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 ..algebriquement irreductible sur C z . Dans la suite on ecartera ce cas enÂ Â Â
supposant que l'opeateur H est lineairement irreductible sur C z , c'est .Â Â Âm, n
w xa dire Lie irreductible selon la terminologie de 12 .Á Â
w x  .D'apres 3 un operateur differentiel d'ordre q a coefficients dans C zÁ Â Â Á
est algebriquement irreductible si et seulement si son groupe de GaloisÂ Â
differentiel est une extension par les scalaires de l'un des deux groupesÂ
 .  . w xSL q, C ou SP q, C et on trouve dans 3 des conditions suffisantes
portant sur les parametres m et n pour que H soit algebriquementÁ Âm, n
irreductible, alors qu'avec des methodes tres differentes et en supposantÂ Â Â Â
. w xque si q y p s 6, alors p ) 3 V. Kh. Salichov 19 , obtient des conditions
necessaires et suffisantes portant sur m et n pour que H soit alge-Â Âm, n
briquement irreductible.Â
 .Dans cet article nous resolvons le probleme w pour un operateur H ,Â Á Â m, n
lineairement irreductible sur C z , et dont le groupe de Galois differentiel .Â Â Â
 .  . 1G sur C z est isomorphe a un sous-groupe du groupe orthogonal O q, C .Á
Nous justifions cette hypothese2 de travail tout d'abord en notantÁ
qu'elle est assez riche pour permettre des phenomenes interessants voirÂ Á Â
. wles theoremes 1 et 2 . Ensuite parce que Salichov donne dans 19, Theo-Â Á
xrem 3 des conditions suffisantes portant sur m et n , valables quel que soit
 .  .p, q et en particulier meme si q y p s 6 et p F 3 , pour qu'elle soitÃ
verifiee; nous appelons condition d'orthogonalite'' ces conditionsÂ Â Â
parametriques et nous les rappelons au paragraphe 1.2.Â
Avant d'enoncer les resultats signalons qu'un cas exceptionnel apparaitÂ Â
 .de facËon notoire quand q s 8 et p s 2 voir Th. 2 , nous designons par laÂ
condition d'adjonction les conditions parametriques qui lui correspondent,Â
et qu'on trouvera decrites au paragraphe 1.2. On poseÂ
q
a s n . i
is1
THEOREME 1. On suppose que les ``conditions d'orthogonalite'' sontÂ Á Â
satisfaites et que la ``condition d'adjonction'' n'est pas satisfaite. Soit f une
1  . 0En fait nous resolvons w pour un operateur H dont la composante neutre G duÂ Â m, n
 .groupe de Galois differentiel est une extension par les scalaires d'un sous-groupe de O q, C .Â
2 Signalons que si H est lineairement irreductible sur C z mais algebriquement .Â Â Âm, n
 . 0 .reductible sur C z , nous ne laissons que deux cas de cote: G H est une extension parÂ Â m, n
 .les scalaires de SL = SL = SL ou de SL = SL voir paragraphe 2.3 . Nous etudieronsÂ2 2 2 3 3
ces deux cas dans un travail ulterieur.Â
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solution non nulle de H y s 0m, n
 .   . :  ..i Si a g Q, alors d.t C z f rC z s q y 1.
 .   . :  ..ii Si a f Q, alors d.t C z f rC z s q y 1 ou q.
 .  .iii Les deux cas possibles de ii sont atteints.
 .   . :  ..iv De plus, que a soit rationnel ou non, d.t C z w rC z sm, n
q y 1.
THEOREME 2. On suppose que q s 8 et que la ``condition d'adjonction''Â Á
est satisfaite. Soit f une solution non nulle de H y s 0.m, n
 .   . :  ..i Si a g Q, alors d.t C z f rC z s 6 ou 4 et les deux cas sont
atteints.
 .   . :  ..ii Si a f Q, alors d.t C z f rC z s 4, 5, 6 ou 7, et les quatre
cas sont atteints.
On donne au paragraphe 5 un raffinement du Theoreme 2 voirÂ Á
.theoremes 3 et 4 .Â Á
En appliquant le Theoreme de Siegel]Shidlovskii aux E-fonctionsÂ Á
qy1. w x w x.w , . . . , w 23, II.8 ou 22, p. 83 et p. 184 , ainsi que le ``troisiemeÁm, n m , n
w xTheoreme fondamental'' 22, p. 139 , on deduit des theoremes 1 et 2,Â Á Â Â Á
w xles enonces suivants, qui completent la liste de resultats de 3, 19 sur leÂ Â Á Â
degre de transcendance du corps engendre par les valeurs de fonctionsÂ Â
hypergeometriques.Â Â
COROLLAIRE 1. Si les parametres m et n de l'operateur H sont desÁ Â m, n
nombres rationnels et si les hypotheses du Theoreme 1 sont satisfaites, alorsÁ Â Á
pour tout nombre algebrique non nul a, le degre de transcendance sur Q duÂ Â
  . X  . qy1. ..corps Q w a , w a , . . . , w a est egal a q y 1.Â Ám, n m , n m , n
COROLLAIRE 2. Si les parametres m et n de l'operateur H sontÁ Â m, n
rationnels et si les hypotheses du Theoreme 2 sont satisfaites, alors pour toutÁ Â Á
nombre algebrique non nul a, le degre de transcendance sur Q du corpsÂ Â
  . X  . qy1. ..Q w a , w a , . . . , w a est egal a 4 ou 6.Â Ám, n m , n m , n
1.2. Les hypotheses parametriquesÁ Â
On considere la relation d'equivalence ; definie sur les s-uplets deÁ Â Â
 .  .nombres complexes a s a , . . . , a et b s b , . . . , b par a ; b si et1 s 1 s
 4seulement si il existe une permutation t de 1, . . . , s telle que pour tout
 4i g 1, . . . , s , a y b g Z. De plus si c est un nombre complexe, alorsi t  i.
 .a q c designe le s-uplet a q c, . . . , a q c .Â 1 s
Les conditions d'orthogonalite s'expriment alors comme suit.Â
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Les ``condition d'orthogonalite''Â
 .  4  4O1 ; i g 1, . . . , q , ; j g 1, . . . , p , n y m f Z.i j
 .O2 Il n'existe pas d'entier d ) 1 divisant a la foi p et q et tel queÁ
 .les deux relations suivantes soient simultanement verifiees: n q 1rd ; nÂ Â Â
 .et m q 1rd ; m
 .O3 q y p est pair, q y p s 2 l ) 0.
 .O4 Si p est pair, p s 2k. Il existe x , x , . . . , x g C tels que:0 1 lqpy1
1
n q x ; 0, , x , yx , . . . , x , yx et0 1 1 lqky1 lqky1 /2
m q x ; x , yx , . . . , x , yx .0 lqk lqk lqpy1 lqpy1
ou bien
n q x ; x , yx , . . . , x , yx et .0 1 1 lqk lqk
1
m q x ; 0, , x , yx , . . . , x , yx .0 lqkq1 lqkq1 lqpy1 lqpy1 /2
 .O5 Si p est impair, p s 2k q 1. Il existe x , x , . . . , x g C0 1 lqpy1
tels que:
n q x ; 0, x , yx , . . . , x , yx et .0 1 1 lqk lqk
1
m q x ; , x , yx , . . . , x , yx .0 lqkq1 lqkq1 lqpy1 lqpy1 /2
Voici la traduction en termes d'algebre differentielle, de ces hypotheses.Á Â Á
 .La condition O1 traduit le fait que H est lineairement irreductibleÂ Âm, n
 .w x w x w x.dans l'anneau C z drdz 3 ou 12, 3.2.1 . Si les parametres m et nÁ
 .verifient la condition O2 , on dit que les parametres sont non KummerÂ Á
 .  .induits. Sous O1 , l'hypothese O2 est equivalente a l'hypotheseÁ Â Á Á
w xd'irreductibilite lineaire de H dans l'anneau C z drdz . Dans ce cas .Â Â Â m, n
w xon dit que l'operateur H est Lie-irreductible 12, 3.5.6 . Le role desÂ Â Ãm, n
 .  .hypotheses O4 et O5 est explique plus loin.Á Â
w xA partir de 12 , on montrera, en paragraphe 2.3, que ces hypothesesÁ
reviennent a dire que le sous-groupe derive G0, der de la composanteÁ Â Â
neutre G0 de G est isomorphe a un sous groupe du groupe orthogonalÁ
 .O q, C . Plus precisement, sous les hypotheses du Theoreme 1, on montreÂ Â Á Â Á
que G0, der est isomorphe a l'un des groupes suivants:Á
SO q , C , G ou Spin 7, C .  .2
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 .  .ou SO q, C est le groupe special orthogonal, Spin 7, C , le groupe spinorielÁ Â
et G le groupe exceptionnel. Ces deux derniers cas apparaissent respec-2
tivement pour q s 8 et 7.
On decrit a present la ``condition d'adjonction''.Â Á Â
``La condition d'adjonction''
1Il existe x g C, non entier et non congru a " modulo Z, et il existeÁ 3
x g C tels que:0
1 x 1 q x
n q x , . . . , n q x , x ; 0, , " , " , " x et .1 0 7 0 0  /2 2 2
1 1
m q x , m q x ; , y . .1 0 2 0  /3 3
On verra, au paragraphe 2.3, que la ``condition d'adjonction'' se traduit
par: G0, der est isomorphe a l'image de SL dans sa representation adjointeÁ Â3
 .qui est encore un sous-groupe d'un groupe orthogonal , ce que nous
resumerons par G0, der , PSL .Â 3
 .   ..Remarques. a On verifie grace a O4 que si les parametres m et nÂ Ã Á Á
verifient la ``condition d'adjonction'', ils verifient eglement les ``conditionÂ Â Â
d'orthogonalite''.Â
 .b On notera que, sous ``les conditions d'orthogonalite'', le nombreÂ
complexe a s q n , qui intervient dans les theoremes 1 et 2, est ra-Â Áis1 i
tionnel si et seulement si le scalaire x , des ``conditions d'orthogonalite'',Â0
1est rationnel. En effet, a y qx s 0 ou modulo Q.0 2
1.3. Principe de la methode et plan de l'articleÂ
La methode comporte deux etapes.Â Â
 .i Tout d'abord, on verifie la traduction donnee ci-dessus desÂ Â
hypotheses parametriques des theoremes 1 et 2, en termes de representa-Á Â Â Á Â
tions du groupe de Galois differentiel, G, associe a H . Ceci sera fait auÂ Â Á m, n
paragraphe 2.3, a l'aide de rappels de la Theorie de Galois differentielle,Á Â Â
donnes en paragraphe 2.1.Â
 .ii La seconde etape consiste alors en calculs d'orbites au cas parÂ
cas. Dans cette etape, nous utilisons l'arsenal de la theorie des representa-Â Â Â
tions des algebres de Lie semi-simples complexes. La conclusion decouleÁ Â
alors d'un lemme classique de la theorie de Galois differentielle rappeleÂ Â Â
en 2.1. Les theoremes 1 et 2 sont demontres au paragraphes 3 et 4. LeÂ Á Â Â
raffinement du Theoreme 2, promis ci-dessus, fait l'objet du paragraphe 5.Â Á
Enfin nous concluons, au paragraphe 6, par quelques exemples.
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Â2. RELATIONS ALGEBRIQUES ET GROUPE
ÂDE GALOIS DIFFERENTIEL
2.1. Degre de transcendance et orbitesÂ
 . w xOn pose ­ s drdz et K s C z . Soit K ­ l'anneau des operateursÂ
differentiels a coefficients dans K. Rappelons les principales definitionsÂ Á Â
des objets de la theorie de Galois differentielle et quelques unes de leursÂ Â
 w x w x. w xproprietes voir 1, 2 ou 11 . Soit M un element d'ordre m de K ­ . IlÂ Â Â Â
existe une extension differentielle, dite de Picard]Vessiot, K de K, deÂ M
corps des constantes C, unique a un isomorphisme differentiel pres, telleÁ Â Á
que l'equation differentielle My s 0 admette m solutions, C-lineairementÂ Â Â
independantes dans K , qui engendrent K en tant que corps differen-Â ÂM M
 .tiel; on note V M le C-espace vectoriel des solutions de My s 0 dans
 .K . Le groupe de Galois differentiel associe a M, note G M , estÂ Â Á ÂM
<constitue de l'ensemble des automorphismes de l'extension K K quiÂ M
 .  .commutent a la derivation ­ ; ainsi V M est une representation de G M .Á Â Â
La demonstration des theoremes 1 et 2 repose, en partie, sur le resultatÂ Â Á Â
w xsuivant enonce par Katz dans 12, Proposition 2.3.1 .Â
LEMME 1. Soit My s 0, une equation differentielle homogene d'ordre m,Â Â Á
a coefficients dans un corps differentiel k, de caracteristique nulle, dont leÁ Â Â
corps des constantes est suppose algebriquement clos, et dont on note'laÂ Â
deri¨ ation.Â
 .Soient f une solution de My s 0, et G M . f , l'orbite de f sous le groupe de
 .Galois differentiel G M de M. On a:Â
 :d.t k f rk s dim G M . f . . .
Pour la commodite du lecteur on a donne, en Annexe, un demonstrationÂ Â Â
de ce lemme.
2.2. Lien entre H et Lm, n m , n
Nous montrons maintenant comment raccrocher H a l'operateurÁ Âm, n
hypergeometrique usuel L s L .Â Â m, n
Ä Ä qyp .   .   .. .On note K, u le corps differentiel C z , 1r q y p u . AlorsÂ
q p
q qypÄ Ä Ä Äw xH s q y p u q n y 1 y z u q m g K u . .  .   /m , n i j
is1 js1
 .Nous aurons besoin du resultat suivant, dont la conclusion ii estÂ
 . w xenoncee sans demonstration dans 3, Proposition 2.4 .Â Â Â
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Ä ÄLEMME 2. Soient K et K les extension de Picard]Vessiot de K et KL H
respecti¨ ement associees a L et H.Â Á
Ä Ä .i Les extensions differentielles K rK et K rK sont isomorphes.Â L H
 .  .ii En particulier, le groupe de Galois differentiel G K rK associe aÂ Â ÁH
l'extension de Picard]Vessiot K de K est isomorphe a un sous-groupeÁH
 .d'indice fini de G K rK .L
Demonstration. Soit T l'applicationÂ
ÄT : K ¬ K
definie parÂ
qypz
Tf z s f . .  / /q y p
ÄIl est immediat que u T s Tu , donc T definit un isomorphisme de corpsÂ Â
differentiels.Â
En ecrivant L sous la formeÂ
q
iL s a u , avec a g K n n
ns0
on verifie sans difficulte queÂ Â
q
q n y1ÄH s q y p Ta u s TLT . .  . n
ns0
Donc T se prolonge en un isomorphisme
Ä ÄT : K ¬ KL H
donne parÂ
qypzÄTf z s f . . .  / /q y p
On en deduit un isomorphisme des groupes de Galois differentielsÂ Â
Ä Ät : G K rK ¬ G K rK .  /L H
donne parÂ
Ä Äy1s ¬ t .s s Ts T .Ä
Ä<L'extension K K est une extension de Picard]Vessiot dont le groupe de
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 .Galois est Zr q y p Z. Elle provient par la correspondance ci-dessus
<d'une extension de Picard]Vessiot K 9 K, donnee par l'equation diffe-Â Â Â
rentielle:
1
u y y y s 0
q y p
i.e.,
K 9 s C z1rqyp. . .
On a le diagramme:
ÄK 9K K .KL H
ÄK 9 K K KL H
ÄK l K K l KL H
T ÄKK
ÄNotons K s K.K l'extension de Picard]Vessiot de H, vue commeH H
une equation differentielle a coefficients dans K. Les isomorphismes deÂ Â Á
corps de differentiels induisent un isomorphisme entre les groupes deÂ
 .  .  .Galois differentiels G K rK et G K 9.K rK 9 . Par ailleurs G K 9.K rK 9Â H L L
 . w xest isomorphe a G K rK 9 l K 11, Lemme 5.10 et comme l'extensionÁ L L
<  .  .K 9 l K K est algebrique, le quotient G K rK rG K rK 9 l K , iso-ÂL L L L
 .  .morphe a G K 9 l K rK , est un groupe fini, ce qui prouve que G K rKÁ L H
 .est d'indice fini dans dans G K rK .L
2.3. Traduction des hypotheses parametriquesÁ Â
On suppose que les ``conditions d'orthogonalite'' sont satisfaites par lesÂ
parametres m et n et on reprend les notations du paragraphe 1, enÁ
particulier x et a .0
b  .w xPour tout b de C on note L m z l'element de C z ­ egal aÂ Â Â Á
 .L m q b , n q b ; p, q . Alors f est une solution de Ly s 0 si et seulement
yb  .si z f est solution de L m q b , n q b ; p, q y s 0 et
G0, der L s G0, der L m z b . .  .
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PROPOSITION 1. On suppose que les ``conditions d'orthogonalite'' sontÂ
satisfaites par les parametres de l'operateur H, et on designe par K l'un desÁ Â Â
 .  .groupes SO q, C , G , Spin 7, C ou PSL .2 3
0 . 0 . 0, der x 0.Si a g Q, alors G H s G L s G L m z s K.
0 . 0 . 0, der x 0.Si a f Q, alors G H s G L s G G L m z s G K.m m
Demonstration. A priori, comme q y p est pair et non nul, et qu'on estÂ
 .  . w xsous les hypotheses O1 et O2 , le Theoreme 3.6 de 12 montre queÁ Â Á
0, der .G L est isomorphe a l'un des groupes suivants:Á
SL q , C , SO q , C , G , Spin 7, C , PSL 3 .  .  .  .2
ou bien
SL 2 = SL 2 = SL 2 , SL 3 = SL 3 , .  .  .  .  .
SL 2 = SL 4 , SL 2 = SP 4 .  .  .  .
dans leur representation respectivement, naturelle pour les quatre pre-Â
miers, adjointe pour PSL , et tensorielle pour les derniers.3
w x 0, der .  .  . 0, der .  .D'apres 12, 4.0.1 , G L / SL 2 = SL 4 et G L / SL 2 =Á
 .SP 4 .
w x  .  .D'apres les Th.3.4 et Cor. 3.6.1. de 12 , les hypotheses O y O yÁ Á 1 3
 .  . 0, der .  .  0, der .O y O imposent que G L ; O q, C et en fait G L ;4 5
 ..SO q, C .
 .  .Les conditions O et O assurent que l'operateur L est Lie-irreduct-Â Â1 2
w x 0 .  .ible 12, p. 104 , c'est a dire que G L agit de facËon irreductible sur V L ;Á Â
w xd'apres 12, Theorem 3.6Á
G0 L s G0, der L m z x 0 ou G G0, der L m z x 0 , .  .  .m
0, der x 0.selon que a est rationnel ou non, donc l'action de G L m z sur
 .V L est aussi irreductible.Â
0, der x 0.Si l'on avait G L m z s SL = SL = SL , alors on aurait2 2 2
0, der x 0.  . w x 0, der x 0.  .G L m z ; SP 8, C 12, p. 140 et donc G L m z ; SO 8, C
 .  .l SP 8, C . Or un sous-groupe de GL n, C agissant de facËon irreductibleÂ
sur Cn ne peut fixer simultanement des formes symetrique et antisyme-Â Â Â
 w x. 0, der .trique non nulles voir par exemple 6, p. 127 . Donc G L / SL =2
SL = SL .2 2
Notons V la representation standard, de dimension 3, de SL , etÂ 3
considerons la representation V m V de SL . En les decomposant enÂ Â Â3
somme directe de sous-representations irreductibles, on verifie que lesÂ Â Â
 .representations V m V et sa duale V m V * ne sont pas des representa-Â Â
tions isomorphes de SL ; a fortiori ce ne sont pas des representationsÁ Â3
 .isomorphes de SL = SL , donc ce groupe n'est pas contenu dans O 9, C ,3 3
0, der .et par consequent G L / SL = SL .Â 3 3
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0, der .Sous les ``conditions d'orthogonalite'', G L est donc isomorphe aÂ Á
l'un des groupes
SO q , C , G , Spin 7, C ou PSL .  .2 3
dans les representations signalees precedemment.Â Â Â Â
w x 0, der .Notons enfin que, d'apres 12, Theorem 4.3.6 , G L est isomorpheÁ
a PSL dans sa representation adjointe si, et seulement si, la ``conditionÁ Â3
d'adjonction'' est satisfaite.
 .D'apres le Lemme 2, G H est isomorphe a un sous-groupe normalÁ Ám, n
 . 0 .  .d'indice fini de G L . Comme G H est d'indice fini dans G H ,m, n m , n m , n
on en deduit queÂ
G0 L , G0 H .  .m , n m , n
et la proposition est demontree.Â Â
Â Â Á3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1
Sous les hypotheses du Theoreme 1, la Proposition 1 entraine queÁ Â Á
0 .  .  .G H s K ou G K, avec K s SO q, C , G , ou Spin 7, C . Le TheoremeÂ Ám 2
 .1 i se deduit alors du Lemma 1 et du resulat suivant.Â Â
LEMME 3. Soit K un groupe respecti¨ ement isomorphe aÁ
 .  .1 SO q, C , a¨ec q G 3, dans sa representation standard V de dimen-Â
sion q.
 .2 G dans sa representation standard V de dimension 7.Â2
 .  .3 Spin 7, C dans sa representation spinorielle V de dimension 8.Â
Soient x un ¨ecteur non nul de V et O l'orbite dans V de x sous G. Alors,x
pour chacun des trois cas precedents, on a respecti¨ ement:Â Â
 .1 dim O s q y 1x
 .2 dim O s 6x
 .3 dim O s 7.x
 .  .  .Demonstration. Dans chacun des cas 1 , 2 et 3 , K est un sous-groupeÂ
 .du groupe orthogonal O V . Notons b la forme quadratique non degenereeÂ Â Â Â
 .que fixe K. Posons t s b x, x et designons par Z l'hypersurface de VÂ t
  . 4definie par Z s ¨ g Vrb ¨ , ¨ s t . Il est clair que O ; Z . PourÂ t x t
demontrer le Lemme 2 il suffit de montrer que pour t non nul, Z est uneÂ t
 4orbite et que Z est la reunion d'une orbite et de 0 . C'est ce que nousÂ0
faisons maintenant.
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 .  . w x1 Le cas SO q, C . Le Theoreme de Witt, 8, p. 149 , prouve que ZÂ Á t
 .  4  .t / 0 et Z y 0 sont des orbites de O V . Comme q G 3 ce sont aussi0
 .des orbites de SO V .
 .2 Le cas G . On suppose tout d'abord que t / 0. Comme Z est2 t
stable sous G , Z contient une G orbite fermee non reduite a zero uneÂ Â Á Â2 t 2
w xorbite de dimension minimale convient 10, p. 60 . Le Theoreme deÂ Á
w xMatsushima 15 affirme que cette orbit est isomorphe a un quotientÁ
G rL, ou L est un sous-groupe reductif de G donc de rang inferieur ouÁ Â Â2 2
egal a 2. Si L est de rang 1 alors l est isomorphe a C* ou a SL . Si L estÂ Á Á Á 2
de rang 2 et maximal ce qui est le cas en particulier si L est de dimension
. w xmaximale , alors d'apres 4, p. 219 , L est isomorphe a SL = SL ou SL .Á Á 2 2 3
 .Dans tous les cas on a: dim G rL G 6. Donc Z est une G -orbite.2 t 2
Notons ¨ un vecteur de plus haut poids de la representation irreductibleÂ Â
V de G et L l'adherence de Zariski de O dans V.Â2 ¨ ¨
w x  4 D'apres 13 , O s O j 0 . Comme b est constante sur O adherenceÁ Â¨ ¨ ¨
.d'une orbite , O est donc contenue dans Z .¨ 0
Par ailleurs,
dim O s dim G y dim G¨ 2 ¨
ou G est le stabilisateur de ¨ . Soit g l'algebre de Lie de G , i.e.,Á Á¨ ¨ ¨
 4g s X g gr X¨ s 0 .¨
w x  w x.D'apres 5, VIII, 7.2, Cor. 3 ou 9, p. 388 , pour determiner g il suffit deÁ Â ¨
determiner l'ensemble des racines de G orthogonales au plus haut poids.Â 2
w xLa determination de ces racines se fait, par exemple, a partir de 9 , 22;Â Á
w xavec les notation de 9 , en choisissant une base adaptee a une decomposi-Â Á
tion de Cartan de g , et en utilisant la table de multiplication des elementsÂ Â2
 .de cette base, on montre que les vecteurs H , X i s 1 ??? 6 , Y forment2 i 2
une base de g ; donc dim g s dim G s 8.¨ ¨ ¨
En resume, O ; Z et dim O s dim Z ; d'ou Z s O .Â Â Á¨ 0 ¨ 0 0 ¨
 .  .3 Le cas Spin 7, C . La representation que l'on etudie est la repre-Â Â Â
sentation standard V de dimension 8, son plus grand poids est le
 . w x``troisieme'' poids fondamental de Spin 7, C 5 , les algebres de Lie deÁ Á
.type B . Soit ¨ un vecteur de plus haut poids de V. Un calcul analogue aÁn
. w xcelui explique au 2 , et fait par exemple a partir de 5, VI, Planche II ,Â Á
3montre que la dimension de G est 14, et donc dim O s 21 y 14 s 7.¨ ¨
 .  4On deduit, par les memes arguments qu'en 2 , que O s O j 0 s Z .Â Ã ¨ ¨ 0
3 w x  .Avec les notations de 5 , g admet pour base la famille H , H , X i s 1, . . . , 9 ,¨ a a a1 2 i
X , X , X .ya ya ya ya1 2 1 2
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Pour finir la demonstration il reste a verifier que les quadriques affinesÂ Á Â
 .Z sont des orbites de G s Spin 7, C lorsque t est une constante nont
 .nulle. Le sous-groupe G de Spin 7, C fixe un point non nul, disons y, de2
V; en effet, V est une representation non triviale de dimension 8 de G , etÂ 2
la dimension minimale d'une representation non triviale de G est 7. LeÂ 2
 .stabilisateur H de y dans Spin 7 contient donc G . L'algebre de LieÁ2
 .de G etant maximale dans celle de Spin 7, C , on en deduit que G estÂ Â2 2
 .d'indice fini dans H, et donc que l'orbite O de y sous Spin 7, C esty
w xfermee dans V 14 . D'ouÂ Á
dim O s dim G y dim H s dim G y dim G s 21 y 14 s 7. .  .  .  . .y 2
  ..Ainsi la quadrique b s b y, y , de dimension 7, contient l'orbite fermeeÂ
O de dimension 7. Donc O est egal a cette quadrique. Pour obtenirÂ Áy y
l'enonce pour une quadrique Z , t arbitraire non nul, on remplace y parÂ Â t
un multiple scalaire bien choisi.
De la demonstration du Lemme 3, on deduit facilement que les G K-Â Â m
 4   . 4orbites non nulles sont Z y 0 et x g Vrb x, x / 0 . Leur dimension0
 .  .etant respectivement q y 1 et q, les ii et iii du Theoreme 1 sontÂ Â Á
demontres. On montre a present que si x est un vecteur propre du groupeÂ Â Á Â
de monodromie, associe a une valeur propre qui est une racine de l'unite,Â Á Â
alors l'orbite de x sous G K est de dimension q y 1. En particulier, enm
prenant pour x le vecteur correspondant a la fonction hypergeometrique wÁ Â Â
 .de valeur propre 1 pour la monodromie , on aura acheve la demonstrationÂ Â
du Theoreme 1.Â Á
Soit T la composante neutre de la cloture de Zariski du groupe deÃ
monodromie. Lorsque a est non rationnel, le tore T ne peut etre contenuÃ
dans la partie semi-simple K du groupe de Galois differentiel, par conse-Â Â
 :quent le groupe algebrique T , K engendre par T et K est necessaire-Â Â
0 .ment egal a G K s G H . Supposons que x est un vecteur propre duÂ Á m
groupe de monodromie ayant comme valleur propre une racine de l'unite.Â
 :Alors la dimension de la T , K -orbite de x est egale a la dimension de laÂ Á
K-orbite de x, c'est a dire q y 1.Á
Remarque 1. Sous ``les condition d'orthogonalite'', et en supposant queÂ
0 .les parametres m, n sont rationnels, G H fixe une forme quadratiqueÁ
w xnon degeneree. De cet invariant on deduit 7 l'existence d'un polynomeÂ Â Â Â Â Ã
homogene Q de degre 2 a coefficients dans une extension algebrique deÁ Â Á Â
 .  qy1..C z tel que Q f , f 9, . . . , f g C, pour toute solution f de Hy s 0.
w xSalichov 19, p. 470 obtient plus precisement une relation du type
P w , . . . , w qy1. s cz qyp.n .m , n m , n
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ou P est un polynome homogene de degre 2 a coefficients dans C, n unÁ Ã Á Â Á
entier et c une constante.
Â Â Á4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2
Dans cette partie on suppose les hypotheses du Theoreme 2 satisfaites.Á Â Á
0 .D'apres la Proposition 1, G H s PSL ou G PSL selon que a estÁ 3 m 3
rationnel ou pas. La representation adjointe de SL est realisee par sonÂ Â Â3
action sur son algebre de Lie sl espace vectoriel des matrices 3 = 3 deÁ 3
. y1trace nulle , g : X ¬ gXg . Dans cette representation on distingue deuxÂ
 .invariants: une forme quadratique definie par Tr XY et un invariant deÂ
 .  .degre 3 donne par det X voir paragraphe 5 .Â Â
LEMME 4. Soit X un element no nul de sl . L'orbite O de X dans laÂÂ 3 X
representation adjointe de SL est de dimension 4 ou 6, et les deux cas sontÂ 3
atteints.
Demonstration. Il suffit de considerer les elements de sl sous leurÂ Â Â Â 3
forme de Jordan, et de calculer leur stabilisateur. Les stabilisateurs de
dimension 2 correspondent aux elements semi-simples dont les valeursÂ Â
propres sont distinctes, aux elements nilpotents avec un seul bloc deÂ Â
Jordan, et aux elements non semi-simples avec une valeur propre deÂ Â
multiplicite deux. Les autres elements ont un stabilisateur de dimension 4.Â Â Â
0 .Lorsque a g Q, alors G H s PSL et le lemme precedent prouve leÂ Â3
 .ii du Theoreme 2.Â Á
0 .Lorsque a f Q, on a G H s G PSL . Si X est un element non nulÂ Âm 3
et nilpotent de sl , alors X est invariant sous G , et donc son orbite sous3 m
G PSL est la meme que sous PSL , et a pour dimension 4 ou 6.Ãm 3 3
Si les valeurs propres de X ne sont pas toutes nulles, alors pour tout l
de G , les formes normales de Jordan de X et l X sont identiques. Lam
dimension de la G PSL -orbite de X est donc egale a celle de saÂ Ám 3
PSL -orbite plus 1, c'est a dire a 5 ou 7, ce qui acheve la demonstrationÁ Á Á Â3
du Theoreme 2.Â Á
Â5. QUELQUES PRECISIONS SUR LE CAS ADJOINT
5.1. Enonce des resultatsÂ Â
 .  .On suppose dans cette partie que q, p s 8, 2 et que les parametres mÁ
 .et n verifient l'hypothese H suivante:Â Á
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1 1Il existe un nombre complexe x non entier et non congru a ou a "Á Á2 3
modulo Z tel que
1 x yx 1 q x 1 q x
1 y n , 1 y n , . . . , 1 y n s , x , yx , , , , y , 0 .1 2 8  /2 2 2 2 2
1 1
m , m s , y . .1 2  /2 2
On rappelle la definition de l'operateurÂ Â
8 2
L s L s u q n y 1 y z u q m .  . m , n i j
is1 js1
dont une base de solution au voisinage de zero est donnee par lesÂ Â
 .fonctions c , . . . , c s'ecrivantÂ1 8
c s z1yn j h ,j j
ou h est analytique au voisinage de zero en effet les n ne sont pasÁ Âj j
.congrus modulo Z .
 .Sous l'hypothese H , on deduit du Lemme 2 l'existence d'une base deÁ Â
 .solutions w , . . . , w de H y s 0 dont les elements s'ecrivent sous laÂ Â Â1 8 m , n
forme
 4 61yn j.; j g 1, . . . , 8 , w s z f ,j j
ou f est une fonction analytique en zero.Á Âj
 .  .THEOREME 3. On pose k s C z . Sous l'hypothese H , on aÂ Á Á
 .   : .   : .i d.t. k c rk s d.t k c rk s 4.2 3
 .ii L'espace ¨ectoriel engendre par les solution c et c contient desÂ 1 8
solutions de degre de transcendance 4, et des solutions de degre de transcen-Â Â
dance 6.
 .iii De plus,
 :  :sup d.t . k c rk , d.t k c rk s 6. .  . .1 8
Remarque 2. Du Theoreme 3, on deduit par exemple que pour touteÂ Á Â
valeur rationnelle du parametre x, non entiere et non congrue a 1r2 ou aÁ Á Á Á
GROUPES DE GALOIS 419
"1r3, la fonction hypergeometriqueÂ Â
1 x 3 x 1 q x 3 q 3 x
F x q , 2 x q 1, q 1, q 1, , , 1 q x , 1; 2 2 2 2 2
1 y1
q x , q x /3 3
s zyxc2
1r3 q x y1r3 q x z n .  .n ns , x q 1r2 2 x q 1 xr2 q 1 n! .  .  .n n nnG0
= 3 xr2 q 1 1 q x r2 3 q 3 x r2 1 q x .  .  .  . .  .n nn n
qui verifie une equation differentielle irreductible d'ordre 8, engendre unÂ Â Â Â
 .corps differentiel dont le degre de transcendance sur C z est 4.Â Â
Avant de prouver le Theoreme 3, nous allons montren qu'il entraine leÂ Á
theoreme suivant.Â Á
 .  .THEOREME 4. On pose k s C z . Sous l'hypothese H , on aÂ Á Á
 .   : .   : .i d.t. k w rk s d.t k w rk s 4.2 3
 .ii L'espace ¨ectoriel engendre par les solutions w et w contient desÂ 1 8
solutions de degre de transcendance 4, et des solutions de degre de transcen-Â Â
dance 6.
 .iii De plus,
 :  :sup d.t . k w rk , d.t k w rk s 6. .  . .1 8
Demonstration de Theoreme 3 « Theoreme 4. On reprend les notationsÂ Â Á Â Á
 .  .  .du Lemma 2 adaptees au cas q, p s 8, 2 , en particulier K s C z etÂ
Ä 6 .K s C z , on a:
Ä 4; i g 1, . . . , 8 , Tc s w .i i
Donc
Ä Ä :  :d.t K c rK s d.t K w rK . .  /i i
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On a le diagramme:
 :K wi
Ä :K wi
K
ÄK
D'ouÁ
 :  :d.t K w rK s d.t K c rK , .  .i k
et la conclusion du Theoreme 4 decoule alors du Theoreme 3.Â Á Â Â Á
5.2. Une construction particuliereÁ
 .Soit k, ­ un corps differentiel de caracteristique nulle dont le corpsÂ Â
des constantes est algebriquement clos.Â
 .Soit E, = un k-espace vectoriel a connexion de dimension p. On noteÁ
 . so lG le groupe de Galois differentiel associe a E, = , et E le C-espaceÂ Â Á
vectoriel de vecteurs horizontaux pour =. Comme toute construction
tensorielle, End E , E m E* est naturellement munie d'une structure
d'espace vectoriel a connexion sur k, deduite de =. On designe par sl E laÁ Â Â
sous-connexion de End E constituee des endomorphismes de E de traceÂ
p so l.nulle, et par S sl E * le dual de la puissance symetrique d'ordre p deÂ
sl Esol. Dans ces conditions, on a:
p so l.LEMME 5. Il existe dans S sl E *, un tenseur non nul in¨ariant sous
l'action de G.
Demonstration. On pose F s sl E. L'ensemble des vecteurs horizontauxÂ
 so l. so lde F est un C-espace vectoriel isomorphe a sl E . La restriction a FÁ Á
 so l.de l'application determinant de End E , que l'on note det, s'interpreteÂ Á
comme un element non nul de S pF sol*.Â Â
Par ailleurs, soient s un element de G et w un element de F sol. ParÂ Â Â Â
 so l. so l  so l.definition de l'action de G sur End E , E m E *, sw est l'ele-Â Â Â
y1 so l  .  .ment s .w s sws de F . Par consequent, det s .w s det w , i.e., detÂ
est invariant sous G.
 .Remarque a . Si les parametres m et n verifient les hypotheses duÁ Â Á
Theoreme 3, alors L est Lie-irreductible et comme a s 8 n s 1r2Â Á Â is1 i
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w x 0, der . 0 .on a, d'apres 12, Theoremes 3.6 et 4.3.6 , G L s G L ( PSL etÁ Â Á 3
 .  . w x 0 .G L ; O 8, C 12, Theoreme 3.4 . De plus G L est d'indice deux dansÂ Á
 . w x w xG L 12, Lemme 4.3.1 . Toujours d'apres 12, 4.3.2 , et en notant TÁ 2
 .  2 .l'isomorphisme de corps differentiel de C z sur C z etudie au para-Â Â Â
graphe 2, le D-module de l'operateurÂ
T .L s T LTy12 2 2
 .s'identifie a un D-module du type sl W , ou W est un D-module deÁ Á
dimension 3 associe a un operateur hypergeometrique. On note KÂ Á Á Â Â W
 .l'extension de Picard]Vessiot de C z associe a W. Nous avons le dia-Â Á
gramme suivant:
K KL W
’C z C z . .
T2 26C z C z .  .
Grace a l'isomorphisme de corps differentiel T nous pouvons doncÃ Á Â 2
0 .  .identifier l'action de G L sur V L a l'action adjointe de SL sur sonÁ 3
w xalgebre de Lie, et definir, via l'isomorphisme T , un crochet de Lie , surÁ Â 2
 . 0 .V L compatible avec l'action de G L , i.e.,
20 w x w x; t g G L , ; f , f g V L , t f , f s t f , t f . .  .  .1 2 1 2 1 2
Cependant pour la demonstration du Theoreme 3 il n'est pas necessaireÂ Â Á
de faire appel a cette structure d'algebre de Lie.Á Á
’ .  .Remarque b . Puisque le D-module associe a L, sur C z , est unÂ Á
 .D-module du type sl W , le Lemma 5 entraine que le determinant est unÂ
0 .invariant de G L ; il induit donc des relation algebriques de degre 3Â Â
entre les composantes d'un vecteur colonne, solution du systeme differe-Á Â
w xntiel attache a l'equation Ly s 0 7 . On en deduit des relation algebriquesÂ Á Â Â Â
 .de degre trois a coefficients dans C z entre les composantes d'un telÂ Á
vecteur et on retrouve ainsi l'existence d'operateurs hypergeometriquesÂ Â Â
w x3-reductibles qu'evoquait Salichov 20 .Â Â
 . 0 .Remarque c . L'existence d'un invariant de degre 3 pour G L seÂ
deduit egalement d'un theoreme plus general de Chevalley, concernant lesÂ Â Â Á Â Â
invariants d'un groupe algebrique agissant sur son algebre de Lie voir parÂ Á
w x.exemple 5, VIII, 8.3, Cor. 1 .
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Dans le cas de SL on deduit de ce theoreme l'existence d'un invariantÂ Â Á3
de degre 2 et d'un invariant de degre 3, qui engendrent l'anneau desÂ Â
polynomes en une variable vectorielle de sl invariants sous G.Ã 3
 .L'invariant de degre 2 defini a un multiple scalaire pres est bienÂ Â Á Á
entendu la forme de Killing definie sur sl et l'invariant de degre 3 est,Â Â3
 .a un multiple pres, le determinant det que l'on avait deja grace auÁ Á Â Â Á Ã
Lemme 5.
5.3. Demonstration du Theoreme 3Â Â Á
o .Sous les hypotheses du Theoreme 3, G L est donc isomorphe a PSLÁ Â Á Á 3
 .et d'indice deux dans G L . Notre demonstration du Theoreme 3 reposeÂ Â Á
sur l'etude d'un element particulier du groupe de Galois differentiel: laÂ Â Â Â
monodromie en zero.Â
La monodromie en zero est un element semi-simple s du groupe deÂ Â Â
 .  .Galois differentiel G L dont la base c , . . . , c est une base de diago-Â 1 8
w xnalisation, et l'on a 3 :
 4 y2 ipn j; j g 1, . . . , 8 , sc s e c .j j
En particulier sc s yc et sc s c .1 1 8 8
Posons
l s eip x .
Sous les hypotheses du Theoreme 3 on aÁ Â Á
1 x x 1 q x 1 q x
1 y n , . . . , 1 y n s , x , yx , , y , , y , 0 .1 8  /2 2 2 2 2
et les valeurs propres
y1, ly2 , l2 , ly1 , l, yly1 , yl, 1
de s sont distinctes deux a deux.Á
0 .   . . 2s n'est pas un element de G L det s / 1 . En revanche s gÂ Â
0 . 2G L , et les valeurs propres de s sont
1, l4 , ly4 , l2 , ly2 , l2 , ly2 , 1
associees respectivement aux vecteurs propres c , . . . , c .Â 1 8
Pour montrer que c appartient a une PSL -orbite de dimension 4, ilÁ2 3
nous suffit de montrer que c correspond a une matrice non nulle X dontÁ2
toutes les valeurs propres sont nulles avec deux blocs de Jordan i.e., une
.matrice nilpotente d'ordre 2 . On verifie aisement qu'un element g de slÂ Â Â Â 3
 .est semi-simple si et seulement si l'element r g de PSL qui lui estÂ Â 3
  .associe est semi-simple on rappelle que l'action de r g sur une matriceÂ
 . . y1 .M de sl est donnee par r g M s gMg . Si les valeurs propres de gÂ3
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 .  4  4sont l , l , l alors celles de r g sont l rl ; 1 F i, j F 3 y 1 . Sup-1 2 3 i i
posons les valeurs propres l , l , l distinctes. Alors l'espace propre pour1 2 3
 .r g associe a la valeur propre 1 est donne par toutes les matricesÂ Á Â
s'ecrivant comme combinaison lineaire de 1, g, g 2 et de trace nulle. DeÂ Â
plus les vecteurs propres correspondant a une valeur propre l rl avecÁ i j
i / j, sont des matrices nilpotentes, et lorsque la multiplicite de la valeurÂ
propre l rl est 1, l'ordre de nilpotence de ces matrices est 2.i j
Vues les valeurs propres de l'element s 2 de PSL , l'element g qui luiÂ Â Â Â3
correspond dans SL est l'element semi-simple de valeurs propresÂ Â3
y2 2 2 y2 4  y4 .1, l , l . L'espace propre associe a l rl s l respectivement a lÂ Á Á
 .est de dimension 1, donc c respectivement c correspond a une matriceÁ2 3
nilpotente d'ordre 2, et la dimension de son orbite sous PSL est bien 4.3
L'espace vectoriel engendre par c et c est le sous-espace propre deÂ 1 8
s 2 associe a la valeur propre 1. Comme on l'a deja dit, cet espace estÂ Á Â Á
l'ensemble des matrices de trace nulle qui s'ecrivent comme combinaisonÂ
lineaire de 1, g, g 2. En ecrivant g sous forme diagonale, on verifie que cetÂ Â Â
 .espace contient par exemple la matrice diagonale diag 1, 1, y2 qui appar-
tient a une PSL -orbite de dimension 4. Notons que deux matrices de cetÁ 3
espace appartenant toutes deux a des PSL -orbites de dimension 4, neÁ 3
 .peuvent etre orthogonales car la trace de leur produit est non nulle .Ã
Pour acheve la demonstration du Theorme 3 on va montrer que c etÂ Â Á 1
c correspondent a des matrices orthogonales X et X . Ainsi l'une auÁ8 1 8
moins de ces deux matrices appartiendra a une PSL -orbite de dimensionÁ 3
 .  .6. La forme quadratique Tr XY est invariante sous G L . En particulier
 .  .  .  .Tr s X s X s Tr X X c'est a dire yTr X X s Tr X X , d'ouÁ Á1 8 1 8 1 8 1 8
 .Tr X X s 0, et X et X sont orthogonales.1 8 1 8
6. EXEMPLES
Dans les exemples suivants, nous considerons un operateur differentielÂ Â Â
 .L d'ordre q dont le groupe de Galois differentiel G L est respectivementÂ
 .  .isomorphe a SO 3, C et G . Comme G L fixe une forme quadratique ilÁ 2
 .existe un polynome homogene Q de degre deux a coefficients dans C zÃ Á Â Á
 qy1..tel que pour toute solution f de Ly s 0, Q f , f 9, . . . , f g C.
w xGrace a l'algorithme de 24 , nous obtenons explictement ce poly-Ã Á
nome Q.Ã
 .6.1. SO 3, C
On considere l'operateurÁ Â
L s u u y 2r3 u y 4r3 y z u q 1r2 .  .  .
E. COMPOINT424
 . w x  .ou u s z drdz . D'apres 1, Theorems 3.4 et 3.6 , G L est isomorphe aÁ Á Á
 .SO 3, C dans sa representation standard.Â
Le polynome Q est donne par les coordonnees dans une base definieÃ Â Â Â
 ..  .sur C z de la forme quadratique que fixe G L . Il s'ecrit ici:Â
Q X , X , X s 9 36 z q 5 z 2 X 2 y 324 z 2 X X y 648 z 2 X X .  .0 1 2 2 2 1 2 0
q 81 z y 5 X 2 q 9 36 z y 5 X X q 9 36 z y 5 X 2 . .  .  .1 1 0 0
 .  .Pour toute solution f de L y s 0, on a Q f , f 9, f 0 s c g C. Enf
particulier pour la solution, analytique en zero,Â
1r2 z n . n
c z s .  1r3 y1r3 n! .  .n nnG0
 .l'unique relation a coefficients dans C z verifiee par c , c 9, c 0 est:Á Â Â
225
Q c , c 9, c 0 s . .
4
6.2. G2
Considerons l'operateur hypergeometriqueÂ Â Â Â
23 2L s z u q 1r2 y u u y 1r16 .  .
 . w xou u s z drdz . D'apres 16 , le groupe de Galois differentiel associe a LÁ Á Â Â Á
w xest G . A l'aide de l'algorithme de 24 on obtient l'integrale premiereÂ Á2
correspondant a la forme quadratique que fixe G :Á 2
256 z 5 y2 y 512 z 5 y y q 512 z 5 y y y 512 z 5 y y3 6 0 5 1 4 2
y 512 z 5 y y y 512 z 5 y y5 1 4 2
y 1536 z 4 y y y 7680 z 4 y y q 4608 z 4 y y y 1248 z 3 y23 2 5 0 4 1 2
q 10176 z 3 y y y 33216 z 3 y y q 4992 z 3 y y3 1 4 0 2 1
y 45696 z 2 y y q 225zy2 y 15426 zy y y 450 y y3 0 1 2 0 1 0
q 256 y2 s c g C0 y0
ou y est une solution de Ly s 0, et y est la derivee d'ordre i de y . CetteÁ Â Â0 i 0
 .relation est la ``seule'' relation, a coefficients dans C z , verifiee parÁ Â Â
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y , y , . . . , y . En particulier, la fonction0 1 6
1r2 . n nc z s z .  33r4 3r4 5r4 5r4 n! .  .  .  .  .nG0 n n n n
est solution de Ly s 0, donc c et ses six premieres derivees verifient laÁ Â Â Â
relation ci-dessus, et l'on a c s 0, ce qui signifie que c est ``isotrope''.c
ANNEXE
 .On donne ici une demonstration du Lemme de Katz Lemme 1 . ElleÂ
s'inspire tres fortement de la demonstration d'un analogue homogene deÁ Â Á
w xce lemma du a Y. Nesterenko 18, Theorem 2.2 et Lemme 4 . CependantÃ Á
pour ses resulats Nesterenko supposait le groupe de Galois differentielÂ Â
connexe et ne s'interessait qu'a des relation algebriques homogenes. IciÂ Á Â Á
nous ne nous restreignons pas a des relations homogenes et le point deÁ Á
vue adopte permet de faire l'economie d'une hypothese de connexite.Â Â Á Â
w xOn rappelle les notations: k ­ est l'anneau des operateurs differentielsÂ Â
 . w xlineaires a coefficients dans C z . Soit M un element d'ordre m de k ­ .Â Á Â Â
 .  .On designe respectivement par k M et G M l'extension de Picard]Ves-Â
siot et le groupe de Galois differentiel associes a M. On note A la matriceÂ Á
 .compagnon de M et e , . . . , e la base du k-espace vectoriel a connexionÁ1 m
V dans laquelle la matrice de la connexion est precisement A. On noteÂ
so l  .V le C-espace vectoriel des vecteurs horizontaux de V m k M .
 .Soit f une solution dans k M de My s 0, on designe par ¨ le vecteurÂ f
so l  . t my1..de V dont les coordonees dans e , . . . , e sont f , f 9, . . . , f .Â 1 m
w xPROPOSITION. Soit M un element d'ordre m de k ­ et f une solution nonÂÂ
 .nulle de My s 0. On note O l'orbite de ¨ sous G M .¨ ff
Les fonctions f , . . . , f my1. sont algebriquement dependantes sur k si etÂ Â
seulement si ¨ appartient a une sous-¨ ariete affine propre de V sol stable sousÁ ÂÂf
 .G M et l'on a
 :d.t k f rk s dim O . . ¨ f
Demonstration. On considere le systeme differentielÂ Á Á Â
A 0Y 9 s Y . /0 0
 .On lui associe le k-espace vectoriel a connexion V [ k, = muni de laÁ
 .base e s e , . . . , e , 1 telle que:1 m
A 0Mat =, e s . .  /0 0
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 .  .Let C-espace vectoriel des vecteurs de V [ k m k M horizontaux
pour = est V sol [ C. Soit f une solution non nulle de My s 0, on designeÂ
so l  .par ¨ [ 1 le vecteur de V [ C dont les coordonnees dans e sontÂf
t my1. . my1.f , f 9, . . . , f , 1 . Les fonctions f , f 9, . . . , f sont algebriquementÂ
dependantes sur k si et seulement si les fonctions f , f 9, . . . , f my1., 1 sontÂ
homogenement algebriquement dependantes sur k.Á Â Â
w xSoit P un polynome homogene de degre d de k X , . . . , X , X ; laÃ Á Â 0 my1 m
 .  .base e de V [ k etant fixee, l'algebre symetrique S V [ k * de V [ kÂ Â Á Â
w xs'identifie a l'algebre k X , . . . , X , X et les injection et isomor-Á Á 0 my1 m
phismes suivants:
Sd V [ k * ¨ Sd V [ k * m k M , Sd V [ k m k M * .  .  .  .  . .
et
V sol [ C ¨ V sol [ C m k M .  .k
permettent de definir une action de P sur ¨ [ 1 par extension desÂ f
scalaires, et l'on a:
P ¨ [ 1 s P f , f 9, . . . , f my1. , 1 . . .f
La connexion = de V [ k definit de facËon naturelle une connexion surÂ
toutes les construction tensorielles de V [ k; en particulier pour tout
w xpolynome homogene P de degre d de k X , . . . , X , X , i.e., pour toutÃ Á Â 0 my1 m
d .element P de S V [ k *, on a:Â Â
=P ¨ [ 1 s ­ P ¨ [ 1 y P = ¨ [ 1 .  .  .  . .  .f f f
 .et comme = ¨ [ 1 s 0, on a:f
=P ¨ [ 1 s ­ P ¨ [ 1 . w .  . .  . .f f
Soit I s I l'ideal des relation algebriques a coefficients dans k liantÂ Â Áf
f , . . . , f my1., i.e.,
I s P element homogene de S V [ k *rP ¨ [ 1 s 0 . .Â Â Á  . 5f
 .La relation w prouve que chaque composante homogene I de I estÁ d
stable sous =. D'apres la theorie de Galois differentielle, il correspondÁ Â Â
so l d so l .donc au k-espace vectoriel I , un C-espace vectoriel, i , de S V [ C *d d
so l  . so l  .  .tel que I est stable sous G M et I m k M , I m k M . Chaqued d d
so l  .element de I etant une combinaison lineaire a coefficients dans k MÂ Â Â Â Ád
d'elements de I , on en deduit que:Â Â Âd
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; Q g I so l , Q ¨ [ 1 s 0 .d f
Grace a la Theorie de Galois on a ainsi pu associer a l'ideal I deÃ Á Â Á Â
w xk X , . . . , X , X un idealÂ0 my1 m
I so l s I so l[ d
d
w x  .de C X , . . . , X , X tel que les extension de ces deux ideaux a k MÂ Á0 my1 m
w xsoient egales. De 21, Chap. VII.11 , on deduit queÂ Â
dim I s dim I so lf
so l w xConsiderons l'ideal J de C X , . . . , X , X associe a la varieteÂ Â Â Á Â Â0 my1 m
solaffine O de V , i.e.,¨ f
J so l s polynomes homogenes Q g S V sol [ C *rQ s ¨ [ 1 s 0, .Ã Á  . f
; s g G M . . 4
so l  .Comme I est stable sous G M , on a
I so l ; J so l .
Comme chaque composante homogene de degre d, J so l, de J so l estÁ Â d
 . so l w xstable sous G M , on peut associer a J l'ideal de k X , . . . , X , XÁ Â 0 my1 m
defini parÂ
J s J[ d
d . so lou J est la sous-connexion de S V [ k * associee a J , et J verifieÁ Â Á Âd d
J so l m k M , J m k M . .  .C k
Tout element de J s'annulant en ¨ [ 1, on en deduit que J ; I. D'ouÂ Â Â Áf
J so l ; I so l, puis I so l s J so l et J s I.
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Finalement,
so l  :dim O s dim J s dim J s dim I s d.t . k f rk .¨ f
et la proposition est demontree.Â Â
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